Egy ellipszisre vonatkozo tételrol

El6z6 irasunk kapcsan — melynek cime: Egy hasznos feladatrol — talalkoztunk az [ 1 ]
dolgozattal, melynek hatasara késziilt az itteni. Valojaban itt csak kifejtiink egy ott nem

részletezett szamitast.
A mondott tétel [ 1 ] szavaival:

Az ellipszis parhuzamos hurjainak felezopontjai egy egyenesre esnek.

Az igazolashoz tekintsiik az 1. abrat!

Itt egy egyenest és egy ellipszist abrdzoltunk, jellemzd adataikkal.

Az egyenes tengelymetszetes egyenlete:
24X =1

X0 Yo

A tengelymetszetek :

1 cos . 1
X0 X0 p Yo Yo p

sin ¢

Most (1) ¢és (2) - vel az egyenes egyenlete:

cos sin
Loax+=L.y=1.
p p

1. abra
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Az a, b féltengelyekkel bird ellipszis kozépponti egyenlete:
2 2

S+l =1. (4)

Célunk az egyenes ¢€s az ellipszis M; , M, metszéspontjai, majd Ky, kdzéppontjuk koor -
dinatainak a meghatarozasa.
A metszéspontok X; , koordinatainak eldallitasahoz eldszor ( 3 ) - bl kifejezzik y - t:

y=——:(p—cosg-x); (5)

sin @

most (4 )és(5)-tel:

x2 1 1 2
wt |y @ —cose 0] =1,
x? 1 2 _
2t (P—cosgr0)t =1,
x? 1
g3 m-(pz—2-p-cos<p-x+coszg0-x2)=1,
1, st \ 2 2Zpcose, ( P2 _ )_ .
(a2+b2-sin2(p) X b2-sin? ¢ X+ b%-sin? ¢ 1)=10; (6)
roviditd jeloléseket vezetiink be:
_ 1 cos’g _ prcosg __r .
A_a2+b2-sin2(p ’ B_bz-sinzw ! C_bz-sinz(p 1 (7)
majd (6 )és(7)-tel:
Ax>*—2-B-x+C=0, (8)

A ( 8 ) masodfoku egyenletet a megoldo - képlettel megoldva:
__ 2:B+V4:B?—4-A-C _ B+VB?-A-C

1,2 — > 1 , tehat:
B+VB2—-A-C B—VBZ-A:C
NN X E (9)
A A

A (9) abszcisszakhoz tartozo ordinatak ( 5) - bol:
1 1
yi=——-(p—cosg-x), y,=—"(p—cosg-x,). (10)

sin ¢ sin ¢

A Ky, kozéppont koordinatai M; és M, koordinataival:

_X1tx2 _y1ity2

Most (9)és (11/1)-gyel:



X === (B+VBT—A-C+B—VBE—4-C)=22=2 tehat

2:A

Majd (7 )és (12) - vel:

a’-cos ¢

xk:p.az-cosz<p+b2-sin2§0 »ngmax ,OSQOSZ'T[. (13)

Ezutan (10), (11/1)és(11/2) - vel:
1

1 1
== ' —CoSQ - xq1)+ . —CoSQ*Xx ]=
Yk =3 LM (p @)+ @ P x7)
1 cos cos x1+x cos
=_.[2._L___¢.(x1+x2)]=.p _cose xaty P 5@,
2 sin ¢ sin ¢ sin ¢ sin @ 2 sin ¢ sin ¢
tehat:
p cos ¢
= - X - 14
Vi sin ¢ sin @ k ( )
Most (13 ) és ( 14 ) - gyel:
_ P cosg a?-cos ¢ _ P _(1 a? - cos? ¢ )_
yk_sin<p sin ¢ a2-cos?¢@ +b%-sin2¢  sin ¢ a?-cos2¢ +b%-sin2¢/)
D _az-cosz(p+b2-sin2<p—a2-cosz<p_ P b2-sin? ¢
" sing a’-cos2¢@ +b2%-sin2 ¢ " sing a2-cos2¢ +b2-sin2¢ ’
tehat:
b?-sin ¢
Ve =D" , 0<ppax » 0 p<2-m. (15)

a?-cos?2¢@ +b2:sin2¢g

A (13)¢és ( 15) egyenleteket atirhatjuk:
Xe =k D, Y =ky oD, (16)

hiszen p szorzoi egy adott egyenes - hajlas és ellipszis esetén allandok. Most ( 16 ) - bol:

ky,-p k
Wy ek 2 =k (17)

ami egy origon atmend, K meredekségii egyenes egyenlete. Ez azt jelenti, hogy a kiilon -
bo6z6 p értékkel bird, azaz parhuzamos ellipszis - hirok kozéppontjai egy az origodn at -
halado6 egyenesre esnek. ( 16 ) - bol lathato, hogy p = 0 esetén barmilyen iranyu hur fele -
z6pontja az origd — [ 1 ].

Ezzel kitliz6tt feladatunkat megoldottuk.



M1. A megoldas egy érdekessége, hogy a B> — A - C mennyiségre nem volt sziikség (9 ) -
bol.

M2. A 2. abra — melyet az el6z0 dolgozatunkbol vettiink at — segiti a szemléltetést. Itt a
piros parhuzamos ellipszis - hurpar koz€ppontjait az origéon atmend pink ellipszis - atmérd
koti Ossze, a szerkesztés / rajzolas szerint is. ( Az eltérd betlizés nem okozhat gondot. )

2. abra

M3. A szovegben szerepld allandok kifejtése az alabbi.

kx _ a’ - cos ¢ _ b2-sin ¢ ] (16*)

" a?-cos?¢ +b2-sin2¢ ' Y a?cos?@+b2-sin¢’

bz-sin(p ) )
k _ky _ aZcosZTp+p2-sinZp _ b"-sing _b_-t
k, a?-cos ¢ az'COS(p a? 89,
a2-c052¢+b2-sin2<p
tehat:

2

b
k:a—z-tgq). (17 %)




Lathato, hogy a ( 17* ) képlet ,,érzékeny” bizonyos szogértékekre: ¢, = % , 91 =3 % ;
ekkor célszerii lehet a ( 13 ) és ( 15 ) képletekhez visszatérni. Utdbbiak barmely szogér -
tékre hatarozott eredményt adnak.

M4. Most meghatarozzuk pmax €rtékét a @ szog fliggvényében. Ehhez tekintsiik a 3. abrat!

P Eq
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bfRs
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3. dbra

Ugy képzelhetjiik el, hogy egy adott ¢ szog esetén p novekedésével a 3. dbra szerinti

M; és M1 (1 =1, 3,...) metszéspontok egymas és K; ., felé tartanak, mindaddig, amig
egybe nem esnek. Ekkor a szel6 elérte hatarhelyzetét, vagyis érintévé (t) valt. Ezt a hely -
zetet Uigy jellemezhetjiik, hogy

X1 =X, =xp (€S y1 =y, =Yg ). (18)

Most (9 ) és ( 18 ) szerint:

VBZ=AC _VBZ=AT
x1=B—|—ifAC=x2:l”;fAC_>BZ—A'6=O_)BZZA'C' (19)



Majd (7)) és (19) - cel:
(m)z = (i+ cos® g )( PP _ 1) ; kifejtve, rendezve:

bZ-sin? ¢ a’?  b2-sinZ¢ bZ-sin? ¢
pz-coszqo_(l ) ) p? (1 cos 2 ¢ )

b*-sin* @ a’?  b2-sinZ¢ .bz-sin2<p_ a?  b2-sinZ¢
1 coszqo _ p2 . 1 cosz(p coszgo

a? b2-sin2¢  b2-sinl¢ (a_2 bz-sinz(p_bz-sin2<p)
1 coszqo _ pz

a? b2-sin2¢p  a2-b2-sin¢p

+ 2-bz-sinzgo_ 2

a? bZ-sin2 ¢ =p
2

b?- sin? + a®-cos’p =p?,
innen:

pmax(go)=\/a2-c032<p+b2-sin2<p : (20)

a%-b?%-sin? ¢ cos?¢-a

A (13)és (15) képleteknél emlitettek miatt, ( 20 ) - szal is:
0 <P < Prax () = /a2 - cos? @ + b%-sin2 ¢ . (21)

A (20) fiiggvény lefutasat a 4. abra mutatja, ahola=8cm,b=6cm.
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MBS. Javasoljuk, hogy az érdekl6dd Olvaso a ( 20 ) képletet vezesse le mas uton is!

M6. Az ellipszis parhuzamos hurjainak felezopontjai a 3. abran az E,E, egyenesre esnek.
Ezen egyenes meredeksége ( 17* ) és a 3. dbra szerint:

2
k=f_z'tg<p=tgt9- (177)

Ez megfelel a szemléletnek is, hiszen a 3. abrarol azonnal leolvashato, hogy az 1. sik -
negyedben: 9 < ¢ .

M7. A (20) képlet egy megfeleldjét mar levezettiik egy korabbi dolgozatunkban, mely -
nek cime: Az ellipszispalydan mozgo pont néhdany érdekes osszefiiggésérol.

Most levezetjiik azt ismét, masképpen. Ehhez kiindulunk az ellipszis érint6jének ismert
egyenletébdl:

ST (22)

a? b2

itt X, és y; az ellipszis érintési pontjainak koordinatai, X és y az egyenes futopontjanak ko -
ordinatai. Valasszuk utobbiakat a t érint6 - egyenes tengelymetszeti pontjaibol! Ekkor:

Xx=x0 >y=0, (23)
ami (22) - vel:
X X a2

majd hasonloan eljarva:

Y=Yt = x=0, (25)
ami (22) - vel:

. b2
}’0,};23’1 — 1 N )’1 :E . (26)

Ezutan (24 ) és (26)-bol, (2) - vel is:

x1=a2'cos¢»)’1:b2'sm_(p; (27)

rendezve:

COS(p:pmax'%fSin(pzpmax'Z_;; (28)



az ismert trigonometriai azonossag szerint:
cos? @ +sin® @ =1; (29)

most (28 ) és (29 ) - cel:

2 9 ¥ _ 4 .
Pinax * 73 t Pmax * 57 =1, Innen:
2 2 4 4
2 (XL Y1 2 _ 1 a®b )
Pmax (a4 +b4) =1 = phax = T b vty innen pozitiv gyokvonassal:
atthd
2 2
a“-b
Pmax = . (30)

\/b4-x%+a4-y12

A (30) képlet megegyezik a kordbbi dolgozatban kapottal, a jelolésektdl eltekintve.
[ Az ottani jelolésekkel igy irtuk ( 30 ) - at:

a? - b2

h= | (30%)
\/b4-x(2)+a4-y§

Latjuk, hogy mas jelolést kellett alkalmaznunk, mert itt mast jelent a 4 index, mint ott. ]

M8. Az érintési pontok koordinatai ( 20 ) és (27 ) - tel:

_ 2,050 _ g sno 31
X1 a Pmax ' N b Pmax ’ ( )
vagyis:
x1(p) =a*- — , y1(p) = b*- . : (32)

Ja2-cosZ¢@ +b2-sinZ¢ Ja?-cosZ2¢ +bZ-sin ¢

A (32) képletek adjak meg az ellipszis érintési pontjanak koordinatait, az érintd norma -
lisa ¢ hajlasszogének fliggvényében.

A d = OE félatméro6 hosszara, ( 32 ) -vel is:

4

2 4, 2 4 2 4. gip 2
a*-cos“@ +b™*-sin“ ¢ a*-cos“@ +b*-sin“ ¢
d’> =x? + y? = - d(p) = : 33
1 Y1 a?-cos?2¢@ +b2-sin¢ (9) a?-cos?2¢@ +b2-sin2¢ ( )

Tovabbi atalakitasokkal (33 /1) - bol, (17**) - gal is:

4.n 2 4
4. 2 . b™ -sin “ ¢ b 2
d2 _ a -cos-o (1+a1-c052<p) ) 1+?{'tg % . az 1+tg219 _ a? 1
- 2 o 2 - 2 — ) ) = 29 p) ’
a? -c052<p-<1+£2%2%> 1+a£2—-tg2<p 1+%Z-tg219 cos © 9 1+%Z-tg219

innen:



2 2 2
2 a _ a“-b _ ab
d _coszﬁ+izz-sin26 "~ b2-cos29+a?-sin2 9 - d(ﬁ) " VaZ-sin29+b2-cos29 ’ (34)
b
majd d — p cserével:
a-b
p(9) = = (34%)

2.sin29+ b2 -cos29 ’

ami az ellipszis ( egyik ) polarkoordinatas egyenlete.
Ennek fiiggetlen levezetését ajanljuk figyelmébe az érdeklddd Olvasonak, gyakorlasként!
Hogy ( 34* ) kijott az Gjabb képletekkel, az egy megerdsitést ad rajuk.

Képleteink egy ujabb ellendrzd dsszefiiggése lehet a kicsit kiegészitett 3. abrarol levehetd,
de a ( 3) képletbdl is adodod
p= Xy -cos@+y;-sing (35)

Osszefliggés, ami ( 35 ) - bl kiindulva (32) és ( 20 ) alapjan rogton belathato:

cos ¢ 2 sin ¢ .
35) =a?- - cos @ + b - -sing =
p(35) Ja2-cos2¢@ +b2-sinZ ¢ ¢ Ja?-cos?¢ +b%-sin¢ ¢
2 2 2. in2
a“ - cos + b“ - sin :
= £ £ = ./a%-cos2 ¢+ b2-sinZ @ = p(20) . ()

Ja2-cosZ¢ +b2-sinZ¢

M9. Ugy tiinik, hogy a kitiizott feladat megoldasa utan még mas — mondhatni rész -
feladatokat — is megoldottunk. Erdemes vizsgalni az eredményeknek a korabbi eredmé -
nyekhez valo kapcsolodasat, az itt vizsgaltaktol kiillonb6zd korabbi eredményekre is.
Van ilyen, még ha csak ,,érintélegesen” is. Azért is érdemes ezt a fajta Ujraszamitast el -
végezni, mert lehet, hogy a réginél szebb, kényelmesebben hasznélhat6 az 1) eredmény.
Tovabba ellenérzést is adnak egymasra az eltéré modon nyert ( egyez6 ) eredmények.
Ugy latjuk, hogy a ( 20 ) képlet szebb, kényelmesebben alkalmazhato lehet, minta (30),
mikdzben ugyanazt adjak, kicsit mashogyan.

M10. Megfogalmazodhat egyesekben, hogy til sok itt az ellenérzés. Kijelenthetjiik, hogy
ellendrzesbol sosem elég. Nincs olyan, hogy ,.tul sok ellendrzés”. Aki ezt nem igy latja,
annak még hatravan néhany megrazo élmény. Ezt az élményt az egyszerli emberek, mint e
sorok irdja is, egyszerlien csak pofaraesésnek hivjak. Kell ez nekiink? Ez nem, de a nyu -
godt alvas — az igen. A matekbol jobbaknak is.

M11. Az [ 1 ] dolgozatban azt irjak, hogy a folytonos, zart gorbék koziil csak az ellipszisre
teljesiil a bevezetésben mondott tétel allitasa. Ez érdekes.
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Forras:

[ 1] - http://www.math.u-szeged.hu/tagok/kurusa/_site/index.php/teaching/stud-
downloadables/category/6-ma-thesis?download=44:az-ellipszisek-jellemzese
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